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Tato práce se zabývá kompletním návrhem a výrobou autonomního dvoukolového samobalan-
cujícího robotu. Cílem práce je stabilizace robotu ve vzpĜímené poloze a sledování namalované 
černé čáry na podlaze jejím snímáním pomocí kamery. Robot je Ĝízen pomocí Raspberry Pi a je 
poháněn stejnosměrnými motory. Součástí práce je návrh a realizace hardwarové i softwarové 
části. Robot byl následně modelován v prostĜedí Matlab/Simulink a na základě modelu byl 














This thesis deals with complete design and manufacturing of autonomous two wheeled self-
balancing robot. The goal of this thesis is to maintain the robot in up-right position and to 
follow black line using camera. The robot is controlled using Raspberry Pi and driven by DC 
motors. This thesis includes the design and implementation of hardware and software parts. 
Subsequently there was created the dynamic model in Matlab/Simulink. Based on this model, 
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Tato práce se zabývá kompletním návrhem balancujícího robotu od mechanické 
konstrukce až po Ĝídicí algoritmy. Jedná se o malý model, který je určen k výukovým 
účelům. Robot je dvoukolový s těžištěm umístěným nad osou kol, což způsobuje 
celkovou nestabilitu systému. Cílem této práce je navrhnout takové Ĝízení, které systém 
stabilizuje a zajistí pohyb po namalované čáĜe jejím snímaním pomocí kamery. 
Hardwarová část práce zahrnuje návrh Ĝídicí elektroniky, motorů, senzorického 
systému a mechanické konstrukce robotu.  
Další část práce se zabývá identifikací navrženého systému pomocí matematického 
modelu, získaného z pohybových rovnic, sestavených metodou uvolĖování. Získaný 
model bude následně linearizován v pracovním bodě blízkém vzpĜímené pozici robotu, 
aby bylo možné použít lineární teorii Ĝízení, která je mnohem rozvinutější a poskytuje 
spoustu nástrojů pro Ĝešení problematiky. 
Pro zajištění stability robotu a jeho Ĝízení na požadovanou rychlost, bude navržena 
kaskádní PID regulace a stavová zpětná vazba. Výsledky těchto dvou metod budou 
následně diskutovány. 
V souvislosti se sledováním čáry je jedna kapitola věnována zpracování obrazu 
z kamery a měĜení odchylky čáry od osy robotu. 
Znalosti získané v této práci mají v praxi bohaté využití napĜíklad pĜi Ĝízení vozítka 
segway, stabilizace letu raketoplánů apod. Lze zde uplatnit širokou škálu znalostí 
získaných během studia v oboru robotiky, Ĝízení, programování, komunikace, 
i počítačového vidění, což je zároveĖ důvod proč bylo vybráno právě toto téma. 
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2 DVOUKOLOVÝ BALANCUJÍCÍ ROBOT 
Dvoukolový balancující robot je jedním z nepĜeberného množství typů mobilních 
robotů. VyčleĖuje se ovšem tím, že je nestabilní, neboť má pouze dva styčné body 
v podobě kol a jeho těžiště leží nad jejich osou. Jedná se tedy o úlohu typu inverzního 
kyvadla, která je znázorněna na Obr. 2.1 vlevo. Cílem úlohy je udržet kyvadlo o délce ݈ 
a hmotnosti ݉ ve vzpĜímené poloze pomocí síly ܨ, která působí na vozík o hmotnosti ܯ. Kyvadlo je k vozíku pĜipevněno kloubem s jedním stupněm volnosti. 
 
 
Obr. 2.1: Princip úlohy 
 
Tuto úlohu lze snadno aplikovat na dvoukolový balancující robot, který je zobrazen na 
Obr. 2.1 vpravo. V této fázi obrázek slouží pouze pro nastínění situace. Podrobněji se 
bude této problematice věnovat kapitola zabývající se tvorbou matematického modelu 
robotu. 
2.1 Existující Ĝešení 
Na internetu lze najít spoustu Ĝešení balancujících robotů. Některé byly vyrobeny pro 
komerční účely jako dětské hračky nebo výukové kity, některé vznikly jako koníček 
nadšenců robotiky. Právě těmto vozítkům je věnována tato podkapitola. Jako poslední 




Autorem balancujícího robotu RS4 je Samuel Matos, jehož robot v tomto pĜehledu 
spadá do kategorie podomácku vyrobených robotů. 
Pohon robotu je Ĝešen krokovými motory, které jsou buzeny dvěma obvody LŇř7. 
ěídicí jednotkou je zde Raspberry Pi model B. MěĜení náklonu je realizováno fúzí dat 
z akcelerometru a gyroskopu. 
Robot má pohyblivou hlavu ovládanou dvěma servy. Na ní je uchycen 
ultrazvukový senzor a kamera. Díky tomu se robot může chovat do jisté míry 
autonomně. Robot umí pomocí kamery rozpoznávat značky, podle kterých se potom 
odvíjí jeho chování. Dokáže napĜíklad sledovat míček, nebo čáru na zemi.[1] 
 
 
Obr. 2.2: RS4 [1] 
2.1.2 InstaBots Upper Rover Kit 
Firma Sain Smart uvedla na trh dvoukolové balancující vozítko InstaBots Upper Rover 
Kit, které slouží jako výukový kit. Produkt je maximálně modulární. Kit obsahuje části 
nezbytné pro funkci robotu, ale každý zákazník může vozítko upravit podle svých 
pĜedstav. 
Robot je poháněn dvěma stejnosměrnými komutátorovými motory s pĜevodovkou. 
Ty jsou buzeny obvodem pro Ĝízení motorů od Arduina, využívající obvodu L298N. 
Hlavní Ĝídicí modul je Arduino UNO Rň, které je založeno na mikrokontroléru 
ATMega16UŇ. MěĜení náklonu je zde realizováno obvodem MPU6050, což je obvod 
s integrovaným tĜíosým gyroskopem a akcelerometrem. Robot je ovládán pomocí 
joysticku, který komunikuje na frekvenci Ň,4 GHz s dosahem 100 m. Software je open 
source, psaný v jazyku C++. 
K dostání jsou hned tĜi verze robotu. Liší se displejem na joysticku, pĜítomností 




Obr. 2.3: SainSmart InstaBots Upright Rover Kit [2] 
2.1.3 B-Robot 
B-Robot je produkt firmy JJ Robots, která se snaží popularizovat robotiku vytváĜením 
open source platforem s dobrou dokumentací, ve které je snaha o vysvětlení jak věci 
fungují. 
Zajímavostí je, že celou konstrukci lze vytisknout na ňD tiskárně a soubory pro tisk 
jsou zdarma ke stažení. Robot se pohybuje pomocí dvou krokových motorů, které jsou 
buzeny obvodem A4řŘŘ. ěídicí modul je Arduino LEONARDO, založené na 
mikrokontroléru ATMegaňŇU4. Náklon je zde opět měĜen kombinací akcelerometru 
a gyroskopu, integrovaných v obvodu MPU6050. Robot je ovládán prostĜednictvím 
aplikace v mobilu nebo v PC, se kterou komunikuje pomocí WiFi. Velkou výhodou 
tohoto robotu je, že se dokáže sám bez pomoci postavit. Má totiž na boku rameno 
ovládané servem, díky kterému se může po pádu zvednout do takové výšky, ve které už 
jsou motory schopné pĜevzít kontrolu nad balancováním.[3] 
 
Obr. 2.4: : B-Robot [3] 
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2.1.4 Segway HT 
Asi nejznámějším dvoukolovým balancujícím vozítkem je Segway HT (Human 
Transporter). Světu ho v roce Ň001 pĜedstavil jeho vynálezce Dean Kamen. 
Segway je určen pĜedevším pro pĜepravu osob. Je Ĝízen dvěma počítači. Každý 
z nich je schopen pracovat samostatně, což zajišťuje bezpečí v pĜípadě poruchy jednoho 
z nich. Snímání náklonu je zprostĜedkováno pěti gyroskopy. Pohonnou jednotkou jsou 
dva bezkomutátorové motory, každý o výkonu 1,5 kW. Díky tomu dosahuje rychlosti až 
Ň0 km/h. Napájen je Li-ion, nebo NiMH bateriemi. V závislosti na použité baterii má 
dojezd 1Ň až ňŘ km.[4] 
 
 




3 NÁVRH ELEKTRONIKY 
V této kapitole budou diskutovány dostupné možnosti pro návrh veškeré elektroniky 
robotu. To zahrnuje Ĝídicí elektroniku, napájení, pohony a potĜebné senzory. Budou zde 
vybrány vhodné a cenově dostupné komponenty, které budou nejlépe vyhovovat Ĝešení. 
3.1 Pohony 
Důležitým parametrem pohonu je jeho moment, který je potĜebný nejen pro pĜekonání 
tĜení v ložiscích, způsobeném vahou robotu, ale také pro samotné balancování. Čím 
větší moment motor vyvine, tím větší úhel bude robot schopen vybalancovat. 
S tím souvisejí i maximální otáčky, neboť výchylku robotu je tĜeba vyregulovat 
v konečném čase. PotĜebnou rychlost robotu lze ale pĜípadně kompenzovat na úkor 
momentu změnou poloměru kol, a naopak.  
Dalším požadavkem je možnost napájení stejnosměrným napětím, protože robot 
musí být kvůli zajištění mobility napájen z baterie. 
Pohon by měl být kvůli Ĝízení také lineární, což klade požadavek napĜíklad na 
malou vůli v pĜevodovce, nebo na nízké tĜení mezi rotorem a statorem. 
3.1.1 DC motor 
Kartáčový DC motor má obecně vysoké otáčky a malý moment. Zvýšení momentu lze 
ale snadno zajistit použitím vhodné pĜevodovky. Ta ovšem do systému vnese 
nelinearitu díky vůli v pĜevodech, která bude záviset na kvalitě, a tedy i ceně, 
pĜevodovky. Motor je komutován mechanicky pomocí kartáčů. Tyto kartáče tlačí 
nenulovou silou na rotorovou hĜídel, aby nedošlo ke ztrátě elektrického spojení. Tím ale 
vzniká tĜení, které způsobí, že se pĜi malém napětí rotor netočí. Komutátory mají kvůli 
tĜení omezenou životnost. Výhodou DC motoru je nízká cena a snadné Ĝízení, díky 
čemuž se i navzdory jeho nedostatkům stále používá. 
3.1.2 BLDC motor 
BLDC motor je elektronicky komutovaný motor. Mechanické uspoĜádání je oproti DC 
motoru opačné. Tedy rotor je tvoĜen permanentními magnety a ve statoru je vinutí. 
Elektronické obvody spínají proud v různých fázích motoru v závislosti na poloze 
rotoru, která je vyhodnocována pomocí snímačů. Díky tomu nejsou potĜeba kartáče 




3.1.3 Krokový motor 
Krokový motor se otáčí po pĜesně definovaných krocích, jejichž velikost je dána počtem 
pólových dvojic ve statoru. Pohyb i Ĝízení motoru je tedy nespojitý proces. Výhodou 
krokových motorů je relativně vysoký točivý moment, a pokud nedojde ke ztrátě kroku, 
je známá relativní poloha rotoru a není tedy potĜeba snímač otáček. Nevýhodou je vyšší 
hmotnost a pĜi pĜekročení maximálního momentu ztratí informaci o poloze. [5] 
3.1.4 VýbČr a dimenzování motoru 
Aby mohl motor plnit svou funkci, musí být správně nadimenzován. Požadavkem je, 
aby robot dokázal vybalancovat počáteční vychýlení Ň0° do vodorovné pozice pĜi 
klidových počátečních podmínkách (tj. nulová úhlová i translační rychlost robotu). 
Pro hrubý odhad potĜebného momentu lze problematiku zjednodušit dle Obr. 3.1, 
kde bod A je těžiště robotu o hmotnosti ݉௣ a bod B je osa kol. Na bod A působí 
gravitační síla, která se rozloží na sílu působící rovnoběžně s kyvadlem a na sílu 
působící kolmo na kyvadlo. Kolmá složka (vyznačeno červeně) způsobí zrychlení 
v kladném směru osy ݔ v bodě A, což způsobí pád. Rovnoběžná složka (vyznačeno 
modĜe) působí na spodní bod B, tedy na osu kol, a způsobí, že pĜi pádu bude robot 
zároveĖ couvat, což pád kyvadla ještě urychlí. 
 
Obr. 3.1: Účinky gravitační síly na robot 
 
Pro zabránění pádu robotu je tedy nutné působit na bod B takovou silou, která v ose ݔ 
způsobí větší zrychlení, než je součet zrychlení v ose ݔ způsobeného kolmou 
i rovnoběžnou složkou gravitačního zrychlení. Za pĜedpokladu, že robot bude vážit 
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0,5 kg a moment motorů se bude transformovat na sílu pĜes kolo o průměru 6 cm, lze 
vypočítat potĜebný točivý moment jednoho motoru pomocí rovnice (3.1), kde ݉௣ je 
hmotnost kyvadla a ݎ je poloměr kola. Rovnice je vydělena dvojkou, protože celkový 
moment je součet pĜíspěvků od obou motorů. 
 
 ܯ = ଵଶ . ݉௣. ݔ.ሷ ݎ = ଵଶ . ݉௣. ݎ. ʹ݃. cosሺʹͲ°ሻ sinሺʹͲ°ሻ  (3.1) 
 
Po dosazení do rovnice byl získán minimální moment, který musí jednotlivý motor 
vyvinout, a ten činí 0,05 N.m. 
Jako pohon byl vybrán DC motor kvůli nízké ceně a pĜedchozím zkušenostem 
s jeho Ĝízením. Jedná se o motor „9.7:1 Metal Gearmotor 25Dx48L mm LP 6V with 48 
CPR Encoder“ od společnosti Pololu. Motor má integrovaný magnetický enkodér 
s rozlišením 465 pulzů na otáčku hĜídele na výstupu pĜevodovky. 
 
 




Tab. 1: Parametry motoru 
3.2 Napájecí zdroj 
Pro napájení celého robotu byl vybrán NiMH akumulátor 7,2 V / 1600 mAh. Napětí 
baterie bylo důležité zvolit vhodně, protože jsou z ní napájeny jak 6 V motory, tak 
Zkratka Jednotka Hodnota Popis
UN [V] 6 JŵeŶovité Ŷapětí
IK [A] 2.4 Maximální proud
M [N.m] 0.0777 Točivý ŵoŵeŶt
[ot/min] 630 JŵeŶovité otáčky
9.7:1 Převodový poŵěr
mm [g] 90 Hmotnost motoru
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elektronika, která vyžaduje stabilizovaných 5 V. Použitý stabilizátor 7Ř05C má úbytek 
napětí Ň V. Nižší napětí než 7 V je tedy nepĜijatelné. Vyšší napětí způsobuje tepelné 
ztráty na stabilizátoru. Proto je baterie o kapacitě 7,Ň V nejvhodnějším Ĝešením. Dalším 
důležitým parametrem je hmotnost, která by měla být co nejnižší a tato baterie je ve své 
kategorii jedna z nejlehčích.  
 
Obr. 3.3: Akumulátor[7] 
3.3 Ovládání motorů 
Otáčky motorů je tĜeba plynule Ĝídit v celém rozsahu. Nejjednodušším způsobem je 
Ĝízení pomocí PWM (pulzně šíĜková modulace). K tomuto účelu byl vybrán Motor 
Shield R3 od Arduina, protože se jedná o jeden z nejlevnějších a nejdostupnějších 
komponentů ve své kategorii. Deska je založena na obvodu LŇřŘP, který je schopen 
Ĝídit dva DC motory najednou, o jmenovitých napětích 5 až 12 V. Proudová 
zatížitelnost jednoho kanálu jsou Ň A. Obvod je zapojen tak, že je na jeden kanál 
potĜeba jen jeden PWM signál a směr otáčení je udáván pomocí vstupu DIR. Je zde 
i možnost měĜení proudu pĜes výstupy SNS, na kterých je napětí úměrné proudu zátěže 
s pĜevodem 1,65 V / A. 
 
 
Obr. 3.4: Motor Shield R3 [8] 
3.4 ěídicí modul 
Hlavním kandidátem na Ĝídicí modul bylo Arduino a Raspberry Pi. V následujících 




Arduino je open source platforma, která byla vytvoĜena v Itálii v roce 2005 za účelem 
rychlého a snadného vývoje prototypů. Cílovou skupinou byli hlavně studenti.  
Arduino je založené na 8 bitových mikrokontrolérech rodiny AVR od firmy 
ATMEL. Frekvence procesoru dosahuje 20 MHz. Obsahuje analogové i digitální I/O 
periferie. Jeho hlavní výhodou je, že lze snadno programovat pomocí USB a není 
potĜeba žádný programátor. Programy jsou psány ve speciálním jazyce, který je velmi 
podobný jazyku C. 
Na trhu existuje spousta modulů, snímačů a akčních členů, které se dají jednoduše 
propojit pomocí kabelů bez nutnosti vytváĜet desky plošných spojů. Existuje i rozsáhlá 
komunita lidí a z ní plynoucí podpora a velké množství návodů, zabývajících se touto 
problematikou. 
 
Obr. 3.5: Arduino[8] 
 
3.4.2 Raspberry Pi B+  
Raspberry Pi je miniaturní počítač o velikosti kreditní karty, vyvinutý v roce 2012 ve 
Velké Británii. Cílem bylo posílení výuky informačních technologii na školách. 
Raspberry Pi ve verzi B+ je založeno na operačním systému Linux, který běží na 
mikroprocesoru architektury ARM s frekvencí až ř00 MHz. Díky operačnímu systému 
lze programovat ve všech běžných jazycích, jako C/C++, Java, nebo Python. Obsahuje 
GPU (Graphic Procesor Unit), 40 GPIO (General Purpose Input/Output), 4 USB porty, 
ethernetový slot, IŇC, SPI, audiovýstup s ň,5 mm jackem, HDMI a speciální slot pro 
pĜipojení displeje a kamery. 
I Raspberry Pi se těší četné komunitě lidí a velké podpoĜe výrobce, díky čemuž 





Obr. 3.6: Raspberry Pi[9] 
3.4.3  VýbČr Ĝídicího modulu 
Pro Ĝízení robotu bylo vybráno Raspberry Pi B+, a to z několika důvodů. Jedním 
z důvodů je, že ho lze programovat v jazyku C/C++. Dále také poskytuje mnohem vyšší 
výpočetní výkon. Pro samotné Ĝízení sice výpočetní výkon není tolik kritický a Arduino 
by to také zvládlo, ale už by nedávalo tolik prostoru pro pĜípadné další rozšíĜení robotu, 
jako je napĜíklad zpracování obrazu z kamery, k čemuž většina mobilních robotů pĜímo 
vybízí. Naopak Raspberry Pi je k tomuto účelu dokonce pĜizpůsobeno díky integro-
vanému GPU a CSI rozhraní pro kameru. 
3.5 Snímače 
Pro Ĝízení balancování je nezbytné poměrně pĜesné měĜení náklonu, a velmi vhodné je 
i snímání polohy a rychlosti. Sleování čáry a pĜípadně další aplikace zde zajišťuje 
kamera. Dále může být robot vybaven i doplĖkovými snímači, jako je ultrazvukový, 
nebo infračervený snímač vzdálenosti. 
3.5.1 Snímač náklonu 
Jako snímač úhlového natočení těla robotu byl vybrán obvod MPU6050. Jedná se 
o levný čip, který zahrnuje tĜíosý MEMS (Micro-Electro-Mechanical Systems) 
gyroskop, tĜíosý MEMS akcelerometr, DMP (Digital Motion Processor), sběrnici IŇC 
a snímač teploty. Tento snímač je velice rozšíĜený a hojně se využívá v chytrých 
telefonech, tabletech a spotĜební elektronice. 
Rozsah gyroskopu je ± Ň50 až ± Ň000 °/s. Akcelerometr může pracovat v rozsahu 




Obr. 3.7: MPU6050 
 
Gyroskop zde pracuje na principu Coriolisova jevu, což je v podstatě Newtonův zákon 
setrvačnosti, vztažený na rotující tělesa. Princip snímače je vidět na Obr. 3.8. 
 
Obr. 3.8: Corielisův efekt[10] 
 
Dvě horní vidlice jsou rozkmitávány ve směru ݔ. Pokud těleso začne rotovat podél osy ݕ, Coriolisova síla způsobí, že horní i dolní vidlice začnou kmitat i ve směru ݖ, a právě 
tato výchylka je pĜímo úměrná úhlové rychlosti a je kapacitně měĜena. 
Princip MEMS akcelerometru je znázorněn na Obr. 3.9. Zrychlení působící na 
pohyblivou část snímače o hmotnosti ݉ způsobí sílu, která zapĜíčiní změnu vzdáleností 
elektrod a ta je kapacitně vyhodnocována. 
 
 
Obr. 3.9: Princip MEMS akcelerometru[11] 
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3.5.2 Snímač polohy 
Informace o poloze robotu je získávána pomocí magnetického kvadraturního 
inkrementálního enkodéru, který je součástí vybraného motoru.  
Princip magnetického enkodéru je zobrazen na Obr. 3.10. Rotující disk je tvoĜen 
několika magnetickými dvojpóly, jejichž magnetické pole je snímáno Hallovou sondou. 
Spojitý výstupní signál z Hallovy sondy je následně upraven na obdélníkový signál. 
Aby bylo možné snímat směr otáčení, jsou použity dvě Hallovy sondy, které jsou 
fázově posunuty o ř0°. 
 
Obr. 3.10: Princip magnetického enkodéru [12] 
 
Vybraný enkodér má 4Ř magnetických dvojpólů. Z obou kanálů lze tedy získat ř6 pulzů 
na otáčku. Enkodér je pĜipevněn pĜímo na hĜídel motoru, ovšem cílem je měĜit otáčky 
na výstupu pĜevodovky, která má pĜevodový poměr ř,7 : 1. S využitím nástupné 
i sestupné hrany obou kanálů enkodéru je tedy rozlišení pro výstupní hĜídel pĜevodovky 
1862 pulzů na otáčku. Pro kolo o průměru 6 cm tak bude jeden pulz odpovídat 
vzdálenosti 100 μm, což je dostatečné rozlišení. 
3.5.3 Kamera 
Robot je vybaven kamerou, která mu umožĖuje kontakt s okolním prostĜedím. Jelikož 
jako Ĝídicí modul bylo vybráno Raspberry Pi, byla použita kamera, která je pro 
Raspberry Pi pĜímo určená a pĜipojuje se pĜes CSI (Camera Serial Interface). Lze 
samozĜejmě použít jakoukoliv USB kameru, ovšem komunikace pĜes CSI je rychlejší. 
Kamera má rozlišení 5 Mpx a video dokáže nahrávat i v módu 10Ř0p pĜi ň0 FPS. Modul 
má rozměry Ň5 x Ň0 x ř mm a váží pouhé 3 g.   
 
Obr. 3.11: Raspberry Pi kamera [19] 
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3.6 AD pĜevodník 
V neposlední Ĝadě je potĜeba AD pĜevodník. Jeho využití je pĜedevším pro měĜení 
napětí baterie, které je nutno znát kvůli omezení akčního zásahu pro motory, neboť 
napětí baterie je větší než jmenovité napětí motorů. Může být využit i pro měĜení 
proudu motory, který je pomocí obvodu LŇřŘP pĜeváděn na napětí.  
Pro tyto účely byl vybrán pĜevodník ADS 1015. Jedná se o 12 bitový sigma - delta 
pĜevodník. Na vstupu je 4 kanálový multiplexer, který umožĖuje měĜit buď 
4 samostatné kanály, nebo Ň diferenciální vstupy. Vzorkovací frekvence pĜevodníku je 
až ňň00 S/s. PĜevodník komunikuje pĜes IŇC. 
 
Obr. 3.12: ADS 1015 
3.7 Napájecí deska 
Napájecí deska již není sériový výrobek, ale byla navržena v rámci této práce. Jejím 
cílem je napájení veškeré elektroniky v robotu a pĜevod napěťových úrovní. 
 
Obr. 3.13: Napájecí deska 
 
Deska je navržena tak, aby bylo možné napájet robot jak z baterie, tak ze síťového 
adaptéru, což je pĜi vývoji užitečné, neboť není tĜeba neustále nabíjet baterii.  
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PĜi bateriovém napájení jsou motory napájeny pĜímo napětím baterie, které je 
softwarově regulováno pomocí PWM na nominální hodnotu napětí motorů 6 V. Pro 
komponenty vyžadující napájení 5 V je na desce stabilizátor 7Ř05C, jehož maximální 
výstupní proud je 0,75 A. Komponenty vyžadující napájení ň,ň V jsou napájeny 
z Raspberry Pi. 
PĜi napájení ze sítě jsou motory napájeny síťovým adaptérem 6 V / 1,5 A 
a Raspberry Pi adaptérem 5,Ň5 V / 2 A. 
 
Obr. 3.14: PĜevod napěťových úrovní 
 
Další funkcí desky je pĜevod napěťových úrovní, které umožní čtení stavů enkodérů. 
Výstupní napětí logické jedničky enkodéru závisí na napětí baterie, což může být 6 až 
8 V. Raspberry Pi využívá ň,ň V logiku. Aby tedy mohly být stavy enkodérů čteny 
pomocí GPIO v Raspberry Pi, bylo nutné vytvoĜit pĜevodník napětí. Ten byl realizován 
tranzistorovým obvodem z Obr. 3.14.  
Kolektorový proud tranzistorem byl zvolen jako ܫ஼ = 0,6 mA. Vstupní napětí ܷ஻ na 
svorce ENC je zmíněných 6 až Ř V, pĜičemž ve výpočtu je tĜeba zvolit spodní hranici. 
Napětí na kolektoru ܷ஼ = ň,ň V, koeficient zesílení tranzistoru � = Ň00 a napětí ܷ஻ா = 0,6 V. Napětí ܷ஼ா = 0,1 V. Proud bází ܫ஻ se u tranzistoru ve spínacím režimu 
v praxi volí jako několikanásobek hodnoty ��� . Na základě těchto údajů lze dopočítat ܴଵ 
a ܴଶ. 
 ܴଵ = ܷ஼ − ܷ஼ாܫ஼ = ͵,͵ − Ͳ,ͳ͸. ͳͲ−ସ = ͷ͵͵͵ ߗ (3.2) 




Nejbližší normované hodnoty vypočítaných rezistorů v Ĝadě E1Ň jsou potom ܴଵ = 5,6 kΩ a ܴଶ = 1Ň0 kΩ.  
Dále je zde také dělič pro měĜení napájecího napětí, který pĜevede napětí baterie na 
napětí měĜitelné AD pĜevodníkem, a pĜepínač, který umožĖuje zabrzdění motorů. 
Kompletní schéma zapojení a DPS je v pĜíloze. 
3.8 Zapojení robotu 
Na Obr. 3.15 je vyznačeno blokové schéma zapojení robotu. Podrobné schéma zapojení 
bylo vytvoĜeno ve formě zapojovacího pĜedpisu, který je zobrazen na Obr. 3.16, protože 
klasické schéma bylo kvůli velkému počtu propojovacích vodičů značně nepĜehledné. 
 
 












Konstrukce robotu je zobrazena na Obr. 4.1. Důraz byl kladen na nízkou váhu, odolnost 
vůči pĜípadnému pádu a poskytnutí ochrany elektronice. Byla vyrobena z hliníkového 
plechu a ocelových dutých vzpěr. Všechny spoje jsou rozebíratelné.  
Použité desky plošných spojů jsou pĜipevněny k tělu robotu podélně, což umožĖuje 
snadný pĜístup ke všem vývodům. Baterie, nejtěžší součástka, umožĖuje snadno měnit 
těžiště. Pokud je těžiště vysoko, zvýší se moment setrvačnosti robotu, což má za 
následek větší robustnost systému a soustava bude snáze regulovatelná. Na druhou 
stranu je nutné vyvinout větší sílu pĜi vyregulování stejné výchylky. Baterie byla tedy 
nakonec umístěna do spodní části konstrukce, těsně nad osu otáčení. 
 
 
Obr. 4.1: Konstrukce robotu 
 
PĜi první zkoušce se ukázalo, že robot je pĜíliš těžký a nedokáže dostatečně rychle 
reagovat. Problém se dal vyĜešit snížením těžiště snížením váhy a zvýšením maximální 
působící síly. V první fázi byla zredukována váha vyĜezáním otvorů do konstrukce 
a výběrem lehčí baterie, což pomohlo snížit celkovou váhu o Ň4 %. I tak byly ale reakce 
robotu pomalé, a proto byla ještě vyměněna kola o původním průměru 65 mm za kola 
o průměru 55 mm, což zvýšilo maximální dosažitelnou sílu o 15 %. 
Konstrukce má rozměry 50 x 150 x 220 mm a hmotnost 790 g. Finální podoba 
robotu je zobrazena na Obr. 4.2.  
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Kamera byla pĜipevněna k pohyblivému kloubu s dvěma stupni volnosti, což 
umožĖuje snadno měnit vzdálenost, ze které robot snímá čáru. Kvůli kameĜe byly 
dodatečně namontovány ochranné prvky chránící kameru pĜi pádu a také pĜední 
odnímatelný kryt, díky němuž vodiče nevyčnívají do záběru kamery. 
 
 





Software robotu byl napsán v jazyku C++. Využívá vlákna, díky nimž je výpočetní 
výkon Raspberry Pi využit efektivněji, kód je pĜehlednější a oproti supersmyčce se dá 
lépe modifikovat. Program je rozdělen do dvou vláken.  
První vlákno je voláno s periodou 10 ms a zajišťuje měĜení stavových veličin 
a Ĝízení robotu. 
Druhé vlákno je voláno s periodou 50 ms a probíhá v něm snímání a zpracování 
obrazu z kamery.  
Pro pĜehlednost je zdrojový kód rozdělen na více modulů, kde se každý modul 
zabývá svou specifickou částí. Modul se skládá ze dvou stejnojmenných souborů. 
Jedním je zdrojový kód s pĜíponou . ܿ݌݌ a druhý je hlavičkový soubor s koncovkou . ℎ, 
ve kterém jsou definovány všechny funkce a proměnné daného modulu. 
5.1 Motor 
Část kódu, spadajícího do hlavičkového souboru ݉݋ݐ݋ݎ. ℎ, má za úkol režii motorů 
a enkodérů. To znamená aktualizace a čtení enkodérů a nastavení žádané hodnoty PWM 
motorů. Obsahuje všechna makra, proměnné a funkce k tomu určené.  
HW neobsahuje žádnou jednotku pro zpracování signálů z enkodérů, proto jsou 
stavy enkodérů aktualizovány v pĜerušení, které je vyvoláno na nástupnou i sestupnou 
hranu obou kanálů. Toto Ĝešení je výpočetně náročnější, ale Raspberry Pi poskytuje 
velký výpočetní výkon. 
5.2 Gyro 
Tento modul se zaobírá obsluhou snímače MPU6050. Pro manipulaci s ním byla 
v rámci této práce vytvoĜena knihovna nezbytně nutných funkcí. Obsahuje makra 
a funkce, které mají na starost veškerou režii od práce s registry snímače až po 
zpracování naměĜených dat z akcelerometru a gyroskopu, ze kterých je pomocí 
komplementárního filtru vypočten úhel natočení robotu. 
5.3 ADC 
Modul ADC obsluhuje AD pĜevodník ADS1015. Obsahuje funkci pro inicializaci I2C 
komunikace a funkci pro vyčítání surových dat s pĜepočtem na měĜené veličiny. 




Tento modul obsahuje veškerá makra, která jsou obecně použitelná v různých 
modulech, nebo se nevztahují k žádným jiným modulům. PatĜí mezi ně napĜ. 
vzorkovací perioda a fyzické parametry robotu.  
5.5 Regulator 
Na rozdíl od pĜechozích modulů tento modul již pĜímo nepracuje s žádným 
hardwarovým zaĜízením. Všechna potĜebná data získává pomocí ostatních modulů 
a jejich funkcí. Dalo by se Ĝíci že, je ostatním modulům nadĜazen. Obsahuje funkce, ve 
kterých jsou implementovány různé typy regulátorů, a funkce pro získávání měĜených 
veličin použitelných pro regulaci. 
5.6 Vision 
Modul Vision zajišťuje práci s kamerou, zpracování obrazu a měĜení vzdálenosti 
detekované čáry od stĜedu robotu. Pro zpracování obrazu byla použita knihovna 
OpenCV, která je volně ke stažení z [20]. Jelikož kamera od Raspberry Pi nepracuje 
s USB portem, nelze ji pomocí této knihovny ovládat. Proto je potĜeba stáhnout 




6 SNÍMÁNÍ VELIČIN 
6.1 Náklon 
Pro Ĝízení robotu je stěžejní informací jeho náklon. PĜi měĜení náklonu akcelerometrem 
se využívá měĜení gravitačního zrychlení. Náklon v ose ݖ lze potom vypočítat pomocí 
goniometrických funkcí z velikosti zrychlení v osách ݔ a ݕ. Akcelerometr je však 
poměrně hodně zatížený šumem a pĜi jízdě robotu nelze rozlišit, zda detekované 
zrychlení je způsobeno gravitací, nebo zrychlením robotu. To je patrné na Obr. 6.1. Čím 
větší je rychlost změny náklonu, tím větší chybu měĜení lze u akcelerometru pozorovat. 
(Snímač je umístěn v horní části robotu, tedy každé vychýlení kyvadla znamená zároveĖ 
dopĜedné zrychlení snímače o ݈. sin�ሷ .) 
Gyroskop měĜí úhlové zrychlení a jeho integrací lze získat úhel náklonu. Údaj tedy 
není nijak ovlivněn zrychlením robotu pĜi jízdě a není ani tak zatížen šumem. 
Nevýhodou ovšem je, že s časem se akumuluje integrační chyba a změĜený údaj 
o náklonu postupně driftuje pryč od skutečné hodnoty, jak je ukázáno na Obr. 6.1. 
 
Obr. 6.1: MěĜení náklonu 
 
Tuto chybu je možné částečně odstranit. Je-li gyroskop v klidu, lze naměĜit nenulové 
úhlové zrychlení, díky kterému drift vzniká. Tato naměĜená hodnota se pak pĜi každém 
měĜení odečte, a tím se drift eliminuje na minimum. Ovšem takto ho nikdy nelze 
odstranit úplně, neboť závisí i na teplotě čipu. 
Akcelerometr tedy nese užitečnou informaci na nízkých frekvencích a za 
věrohodnou ji lze považovat na dlouhém časovém horizontu. Vysoké frekvence 
obsahují šum. Naopak gyroskop nese informaci pouze na vyšších frekvencích, protože 
stejnosměrná složka signálu je zatížena driftem.  
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Ideální by tedy bylo tyto dvě informace zkombinovat. K tomu slouží 
komplementární filtr. Jedná se o kombinaci filtrů typu horní a dolní propusť, jak je 
zobrazeno na Obr. 6.2. 
Implementace tohoto filtru spočívá v naváhování naměĜených veličin koeficientem 
K ϵ (0;1). � je měĜený úhel a ௦ܶ je perioda vzorkování. 
 �� = ሺͳ − ܭሻ. ��௖௖ + ܭሺ��−ଵ + �ሶ�௬௥௢ . ௦ܶሻ (6.1) 
 
 
Obr. 6.2: Komplementární filtr 
 
V této fázi již lze získat informaci o úhlu natočení robotu a jeho derivací i o úhlovém 
zrychlení. 
6.2 Rychlost 
Dále je tĜeba zajistit měĜení polohy a rychlosti robotu, respektive jeho podvozku. 
K tomu slouží enkodér, který je součástí motoru. Poloha robotu je měĜena prostou 
sumací pulzů v obsluze pĜerušení. Poloha je pouze relativní. To je ale postačující, 
protože údaj o poloze slouží pouze k výpočtu rychlosti, nebo je využíván pro udržení 
počáteční pozice robotu. Rychlost je získána derivací polohy. Signál byl ale poměrně 
zašuměný. Proto byl pomocí programu FDAtool navržen FIR filtr 5. Ĝádu, který 
dostatečně potlačí šum a zároveĖ nezpůsobí pĜíliš velké zpoždění signálu. Jeho pĜenos 
zobrazuje rovnice (6.2). 
 ܨி�� = ∑ �௡ݖ−௡ହ௡=଴  (6.2) 




Obr. 6.3: Filtrace signálu FIR filtrem 
6.3 Detekce čáry 
MěĜení rychlosti a náklonu v pĜedchozích kapitolách umožní Ĝízení stability robotu. 
Dalším cílem je, aby robot jezdil po čáĜe. Je nutno podotknout, že pro sledování čáry je 
dostačující použít IR senzory, nebo Ĝádkovou kameru. Použití maticové kamery se může 
jevit poněkud pĜehnané. PĜesto byla jako snímač vybrána právě maticová kamera. 
Důvod je ten, že mobilní robot s kamerou má mnohem větší potenciál pro budoucí 
rozšíĜení této práce. Robot s Ĝádkovou kamerou může sledovat pouze čáru, ovšem robot 
s maticovou kamerou má spektrum aplikací mnohem širší a otvírá bránu do světa 
počítačového vidění. 
Nejprve je tĜeba definovat si podmínky, za kterých bude robot čáru schopen 
detekovat. Čára musí být černá, matná a alespoĖ 15 mm silná. Musí být také vizuálně 
dobĜe separovatelná od povrchu, na kterém je nakreslena.  
Princip detekce čáry je vyznačen na Obr. 6.4. Kamera snímá podlahu, na které je 
vyznačena čára. Tu je nutné detekovat a zajistit, aby ji pohyb robotu kopíroval. Obecně 
platí, že čím lépe je každý blok z Obr. 6.4 provedený, tím snadnější je provedení 
následujícího bloku. 
 
Obr. 6.4: Princip detekce čáry 
 
Obr. 6.5 zachycuje scénu v zorném poli kamery. Kvalitu obrazu lze ovlivnit správným 
nastavením kamery a vhodnými světelnými podmínkami, což je ale v obecném 
prostĜedí těžko ovlivnitelný parametr.  
Tento obraz musí být dále pĜedzpracován. Snahou je zvolit správné rozlišení 
obrázku, což je vždy kompromis mezi dobou zpracování a kvalitou poskytnuté 
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informace. Rozlišení bylo zvoleno jako 320 x 240 pixelů. Jelikož je scéna poměrně 
kontrastní, lze obraz pĜevést na černobílý bez pĜíliš velké ztráty informace. Tyto úpravy 
lze provést vhodným nastavením kamery.  
 
Obr. 6.5: Scéna zachycená kamerou 
 
Pro sledování čáry není nutné využívat celý obraz, ale stačí úzký výĜez. Díky tomu se 
výrazně zvýší rychlost dalšího zpracování. Tím je získán obraz, jehož histogram je 
zobrazen na Obr. 6.6.  
 
Obr. 6.6: Histogram výĜezu sledované scény s čárou 
 
 




Je vidět, že není využita celá škála odstínů, což snižuje kontrast mezi čárou a pozadím. 
Proto je vhodné použít metodu zvanou ekvalizace histogramu, která zajistí efektivnější 
rozložení odstínů, jak zobrazuje histogram na Obr. 6.7.  
Obraz je potom mnohem kontrastnější a lépe vynikají jasové rozdíly mezi čárou 
a pozadím. Výsledek celého pĜedzpracování obrazu je zobrazen na Obr. 6.8. 
 
 
Obr. 6.8: Výsledek pĜedzpracování obrazu 
 
V dalším kroku je nutné provést segmentaci. Tedy oddělit objekt zájmu od pozadí. 
Výsledkem této operace bude binární obraz, ve kterém bude čára reprezentována jako 
logická 1 a pozadí jako logická 0. Nejjednodušší metodou je prahování. Princip spočívá 
ve vhodném zvolení prahové hodnoty jasu. Potom jsou všechny jasové hodnoty nižší 
než tento práh klasifikovány jako popĜedí, ty ostatní jako pozadí. Otázkou ale je, jak 
zvolit vhodný práh. ěešením tohoto problému může být metoda Otsu (Otsu’s method), 
pojmenovaná po japonském matematikovi jménem Nobuyuki Otsu. Metoda umožĖuje 
adaptivně určovat práh na základě histogramu. 
Z histogramu na Obr. 6.7 jsou patrné dva dominantní shluky jasových hodnot. 
Menší levý shluk pĜedstavuje čáru, tedy popĜedí, a větší pravý shluk pĜedstavuje pozadí. 
Zmíněná metoda vypočítá práh tak, aby ležel mezi těmito dvěma shluky. Díky tomuto 
pĜístupu lze odlišit popĜedí od pozadí i pĜi změně osvětlení, barvy podlahy, nebo 
tmavosti čáry. 
Nicméně tato metoda nevykazovala uspokojivé výsledky a proto byla aplikována 
další metoda s vyšší úspěšností. PĜi dodržení stanovených podmínek na začátku kapitoly 
lze díky ekvalizaci histogramu Ĝíci, že jasové hodnoty čáry budou v levé části 
histogramu s minimální hodnotou nula a jasové hodnoty pozadí budou v pravé části 
histogramu s maximální hodnotou Ň55. Mezi nimi bude prázdná oblast, jak je zobrazeno 
na Obr. 6.7. Z hlediska detekce čáry je kritičtější stav, pokud je část pozadí detekováno 
jako čára, než pokud je část čáry detekována jako pozadí. Proto byla prahová hodnota 
zvolena jako 1/Ř maximální jasové hodnoty. 
Na Obr. 6.9 je zobrazen výsledek segmentace. Obrázek je nyní binární, kde bílá 
plocha pĜedstavuje čáru a černá plocha pozadí. 
 
 
Obr. 6.9: Výsledek segmentace obrazu 
 
Může se stát, že na obrázku bude více tmavých objektů. Typicky napĜíklad mezera mezi 
parkety, nebo tmavé skvrny ve vzoru linolea. Proto byla vytvoĜena funkce ݂�݊݀ܮ�݊݁ሺሻ, 
která najde všechny objekty popĜedí a vybere z nich ten s největší plochou a následně 
vypočítá jeho stĜed. 
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Dále již stačí vypočítat stĜed obrázku a získat tak odchylku polohy čáry od stĜedu 
obrázku, jak znázorĖuje zelená úsečka na Obr. 6.10. Za pĜedpokladu, že kamera je 
umístěna staticky ve stĜedu robotu, je tato odchylka v pixelech pĜímo úměrná skutečné 
odchylce mezi osou robotu a čárou. 
 
 
Obr. 6.10: MěĜení odchylky čáry 
 
Jednoduchost tohoto algoritmu sebou samozĜejmě nese jistá omezení. Sledovaná čára se 
nesmí kĜížit, nelze detekovat zatáčky větší než ř0° a pĜi ztrátě čáry není chování robotu 





7.1 Popis systému 
Dvoukolový balancující robot na Obr. 7.1 má podobně jako kyvadlo dva ustálené stavy. 
Jeden stav je stabilní pĜi � =  ͳͺͲ°. Tohoto stavu však ve skutečnosti vzhledem ke 
konstrukčnímu uspoĜádání nelze dosáhnout. Druhý stav je nestabilní pĜi � =  Ͳ°. 
Z tohoto stavu se soustava vlivem gravitační síly ݃ pĜirozeně snaží dostat do prvního, 
stabilního, stavu. Cílem Ĝízení je tomu zabránit a vhodným působením síly ܨ 
a momentu ܯ௠ udržet soustavu v nestabilní svislé poloze. 
 
Obr. 7.1: Model robotu 
7.2 Volba postupu modelování 
Pro správný návrh regulátoru je tĜeba znát dynamický model Ĝízené soustavy. Ten je 
možné získat několika způsoby. Jedním z nich je získání modelu z naměĜených dat 
vhodně zvolenou metodou identifikace. Tento postup však není pĜíliš vhodný pro 
nestabilní systémy, jakým je inverzní kyvadlo. Další možností je vytvoĜit model ze 
znalosti fyzikálních sil působících na systém. I v tomto pĜípadě lze ještě postupovat více 
způsoby.  
Jedním z nich jsou Lagrangeovy rovnice II. druhu. Rovnice lze získat dosazením 




݀݀ݐ (߲ܮ߲ݍሶ ) − ߲ܮ߲ݍ = ߖ (7.1) 
kde ܮ je rozdíl kinetické a potenciální energie ܧ�  – ܧ௣ a ߖ je zobecněná síla působící na 
systém. Jelikož má systém dva stupně volnosti, a to translační pohyb ve směru ݔ 
a rotační pohyb kyvadla �, budou potĜeba dvě rovnice. Ty lze získat dosazením ݔ a � 
za zobecněnou souĜadnici ݍ. 
Tento postupu s pomocí Lagrangeových rovnic je poměrně mechanický a lze ho 
použít i pro velmi složité systémy, ovšem je výpočetně náročnější a není z něho pĜímo 
vidět interakce jednotlivých sil se systémem. 
Další možnou metodou je metoda uvolĖování. Jedná se o myšlenkově náročnější 
metodu, kterou nelze dobĜe algoritmizovat, a proto se používá spíše pro jednodušší 
systémy. Její výhodou však je, že umožĖuje detailní pohled na chování soustavy a na 
síly, které na ni působí.  
Metoda je založená na myšlenkovém uvolnění jednotlivých částí z celkového 
systému. Pro každou z těchto částí se zvolí vhodný vztažný systém a sestaví se 
pohybové rovnice každé části a rovnice vazeb mezi nimi. [16] 
Pro modelování byla vybrána metoda uvolĖování právě díky umožnění 
důkladnějšího pochopení působících fyzikálních sil. 
7.3 Model DC motoru 
Jelikož je robot poháněn stejnosměrnými motory, je tĜeba se nejprve seznámit s jejich 
modelováním. 
Principiální model DC motoru je na Obr. 7.2. Jedná se o systém druhého Ĝádu 
s dvěma Ĝádově odlišnými časovými konstantami. 
 
 
Tab. 2: Použité veličiny pro model motoru 
Zkratka Jednotka Hodnota Popis
U [V] - VstupŶí Ŷapětí
Ui [V] - IŶdukovaŶé Ŷapětí
I [A] - Proud vinutí
Mm [N.m] - MoŵeŶt ŵotoru za převodovkou
MZ [N.m] - )átěžŶý ŵoŵeŶt
ω [rad/s] - Úhlová rychlost
Jm [kg.m
2
] - MoŵeŶt setrvačŶosti ŵotoru s převodovkou
Km [T.m2] 0,1 Momentová konstanta motoru
Kw [T.m2] 0,1 Napěťová koŶstaŶta ŵotoru
R [Ω] 3,5 Odpor vinutí




Obr. 7.2: Principiální schéma DC motoru 
 
Jak již bylo zmíněno dĜíve, velká výhoda DC motoru je jeho linearita a snadná 
Ĝiditelnost. Jeho chování lze popsat pomocí následujících čtyĜ rovnic, kde rovnice (7.3) 
popisuje dynamiku mechanické části, rovnice (7.2) dynamiku elektrické části a rovnice 
(7.4) a (7.5) definují vztahy mezi nimi. 
 ܷ = ܴ� + ܮ ݀�݀ݐ + �ܷ (7.2) 
 ܯ௠ − ܯ௭ = ܬ௠ ݀߱݀ݐ  (7.3) 
 �ܷ = ܭ௪߱ (7.4) 
 ܯ௠ = ܭ௠ܫ (7.5) 
 
Z těchto čtyĜ rovnic lze po provedení Laplaceovy transformace pĜi vhodném vyjádĜení 
vstupů a výstupů vytvoĜit dynamický model motoru, který je znázorněn na Obr. 7.3. 
 
Obr. 7.3: Model motoru 
 
Jelikož výrobce neudává všechny potĜebné parametry motoru, bylo tĜeba získat je jinak. 
Pro získání elektrické časové konstanty je jednou z možností změĜení odporu 




 ܶ = ܴܮ  (7.6) 
MěĜení by ale mohlo být velice nepĜesné díky nedokonalému kontaktu na komutátoru. 
Proto byla elektrická časová konstanta změĜena pomocí pĜechodové charakteristiky 
proudu pĜi napěťovém skoku 1 V. NaměĜená pĜechodová charakteristika je vidět na 
Obr. 7.4. 
 
Obr. 7.4: Reakce proudu motorem na skokovou změnu napětí 
 
Z Obr. 7.4 je patrná velikost elektrické časové konstanty, která činí pĜibližně Ň ms. 
Z ustálené hodnoty proudu na hodnotě 0,ŇŘ5 A lze určit odpor vinutí ܴ, který činí 
3,5 Ω. Na základě těchto dvou hodnot lze podle rovnice (7.6) určit indukčnost vinutí ܮ, 
jejíž velikost je 7 mH.  
Napěťovou konstantu ܭ௪ lze snadno vypočítat pomocí rovnice (7.4) ze znalosti 
rychlosti otáčení pĜi jmenovitém napětí, což jsou hodnoty udávané výrobcem. ܭ௪ tedy 
nabývá hodnoty 0,1 T.m2. Konstantu ܭ௠ lze podobně spočítat pomocí rovnice (7.5) 
změĜením momentu motoru pĜi definovaném proudu. To však není nutné, protože 
z teorie pohonů je známo, že obě konstanty jsou stejné.  
7.4 Model robotu 
Protože má systém dva stupně volnosti, bude zapotĜebí dvou rovnic. První rovnici lze 
získat součtem sil působících v horizontálním směru. Druhá rovnice vyplyne ze součtu 





Tab. 3: Použité veličiny v modelu robotu 
 
Obr. 7.5: Síly působící na podvozek 
 
Síly působící na podvozek robotu jsou znázorněny na Obr. 7.5 a podle Newtonova 
zákona síly pro ně platí: 
 ݉�ݔሷ = ܨ − ܪ − ܤݔሶ  (7.7) 
Zkratka Jednotka Hodnota Popis
mk [kg] 0,035 Hmotnost kol
mp [kg] 0,79 HŵotŶost  kyvadla ;tělo roďotuͿ
r [m] 2,75.10-2 Poloŵěr kola
Jp [kg.m
2] 3,35.10-3 MoŵeŶt setrvačŶosti kyvadla
Jk [kg.m
2] 3,43.10-3 MoŵeŶt setrvačŶosti podvozku
l [m] 0,065 Délka kyvadla ;osa kol - těžištěͿ
x [m] - Poloha 
ϕ [rad] - Úhel ŶatočeŶí kyvadla
B [N/m/s] 12 TluŵeŶí dopředŶého pohyďu
B0 [Nm/rad/s] 0,015 TluŵeŶí rotačŶího pohyďu kyvadla 
F [N] - Externí síla
M [N.m] - Moment
Mm [N.m] - MoŵeŶt ŵotorů
H [N] - Síla půsoďíĐí ŵezi podvozkeŵ a kyvadleŵ
g [m/s2] 9,81 Tíhové gravitačŶí zryĐhleŶí
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Síla ܨ je generována momenty motorů pĜes poloměr kola ݎ. Platí pro ni rovnice (7.3) 
v následujícím tvaru: 
 ܬ� ሷ߱ = ܯ௠ − ܨݎ (7.8) 
Dosazením (7.4) a (7.5) do (7.2) lze získat vztah pro moment: 
 ܯ௠ = ʹܭ௠ܴ ܷ − ʹܭ௪ܭ௠ܴ ߱ (7.9) 
Rovnice (7.8) bude tedy po dosazení rovnice (7.9) vypadat takto: 
 ܬ� ሷ߱ = ʹܭ௠ܴ ܷ − ʹܭ௪ܭ௠ܴ ߱ − ܨݎ (7.10) 
Po pĜevedení ߱ na ݔ v rovnici (7.10) je tedy síla ܨ, která ovlivĖuje pohyb robotu, 
vyjádĜena jako: 
 ܨ = ʹܭ௠ܴݎ ܷ − ʹܭ௪ܭ௠ܴݎଶ ݔሶ − ܬ�ݎଶ ݔሷ  (7.11) 
Dosazením rovnice (7.11) do (7.7) je vytvoĜena pohybová rovnice pro podvozek robotu. 
 (݉� + ܬ�ݎଶ) ݔ ሷ −  ʹܭ௠ܴݎ ܷ + (ʹܭ௪ܭ௠ܴݎଶ + ܤ)ݔሶ + ܪ = Ͳ (7.12) 
 




Pohybová rovnice pro kyvadlo robotu vychází z Newtonova zákona síly. Dle Obr. 7.6 
lze pro horizontální síly působící na těžiště kyvadla napsat: 
 ݉௣ݔሷ = ܪ − ݉௣݈�ሷ ܿ݋ݏ� + ݉௣݈�ሶ ଶݏ�݊� (7.13) 
V rovnici (7.13) se vyskytují nelinearity v podobě goniometrických funkcí. To 
znemožĖuje použití lineární teorie dynamických systémů. Proto bude aplikováno 
několik zjednodušení, díky nimž se rovnice linearizují. ěešení je následující: 
 cos� =  ͳ 
 sin� =  � 
 �ሶ ଶ = Ͳ 
 
PĜi tomto zjednodušení bude model pĜesný pouze ve vzpĜímené poloze a s rostoucí 
výchylkou kyvadla bude růst jeho chyba. PĜi maximální výchylce Ň0°, na kterou jsou 
dimenzovány motory, bude ale chyba úhlu pouhé Ň %, což je pĜijatelná hodnota.  
Po linearizaci rovnice (7.13) a jejím dosazení do rovnice (7.12) je získána finální 
podoba první pohybové rovnice robotu: 
 (݉௣ + ݉� + ܬ�ݎଶ) ݔሷ + ݉௣݈�ሷ −  ʹܭ௠ܴݎ ܷ + (ʹܭ௪ܭ௠ܴݎଶ + ܤ)ݔሶ = Ͳ (7.14) 
Druhá rovnice vychází ze vztahu (7.15), což je pohybový zákon pro rotační pohyb. 
 ܬ௣�ሷ = ∑ܯ (7.15) 
Z Obr. 7.6 je vidět, že pro ∑ܯ platí: 
 ∑ܯ = −ܯ௠ − ܤ଴�ሶ + (݉௣݃ݏ�݊ � − ݉௣݈�ሷ − ݉௣ݔሷ)݈ (7.16) 
Po linearizaci rovnice (7.16) a vyjádĜení momentu motorů ܯ௠ podle rovnice (7.9) bude 
mít výsledná druhá pohybová rovnice robotu tvar: (ܬ௣ + ݉௣݈ଶ)�ሷ − ݉௣݈݃� + ܤ଴�ሶ + ݉௣݈ݔሷ + ʹܭ௠ܴݎ ܷ − ʹܭ௪ܭ௠ܴݎଶ ݔሶ = Ͳ (7.17) 
Pohybové rovnice robotu jsou již známy a lze tedy pĜistoupit k tvorbě stavového 
modelu. Stavový model lze vyjádĜit maticovým zápisem, kde matice ܣ tvoĜí dynamiku 
systému, matice ܤ je maticí vstupů, ܥ je matice výstupů a ܦ je matice pĜímých vazeb ze 
vstupu na výstup. Stavy jsou označeny jako ݔ, vstupy jako ݑ a výstupy jako ݕ. Grafické 




ݔሶ = ܣݔ + ܤݑݕ = ܥݔ + ܦݑ (7.18) 
Jedná se o SIMO model (Single Input Multiple Output), kde vstupní veličinou ݑ je 
napětí motorů, vektor stavů ݔ = [ݔ, ݔሶ , �, �ሶ ] a výstupy systému jsou shodné se stavy. 
Aby bylo možné vytvoĜit stavový model robotu, je tĜeba vyjádĜit z rovnic (7.14) 
a (7.17) veličiny ݔሷ  a �ሷ . Pro udržení pĜehlednosti bude výhodné zavést substituci: 
 ݁ଵ = ݉� + ݉௣ + ܬ�ݎଶ 
 ݁ଶ = ݉�݈ 
 ݁ଷ = ܤ + ʹܭ௪ܭ௠ܴݎଶ  
 ݁ସ = −ܭ௠ܴݎ  
 ଵ݂ = ܬ௣ + ݉௣݈ଶ 
ଶ݂ = ܤ଴ 
 ଷ݂ = −ʹܭ௪ܭ௠ܴݎ  
 ସ݂ = −݉௣݈݃ 
 ହ݂ = ܭ௠ܴ 
 ଺݂ = ݉�݈ 
 
 
Po zavedení substituce budou mít rovnice (7.14) a (7.17) následující podobu: 
 ݁ଵݔሷ + ݁ଶ�ሷ + ݁ଷݔሶ − ݁ସܷ = Ͳ (7.19) 
 ଵ݂�ሷ + ଶ݂ݔሷ + ଷ݂�ሶ + ସ݂ݔሶ + ହ݂� + ଺݂ܷ = Ͳ (7.20) 
V následujících dvou rovnicích (7.21) a (7.22) jsou vyjádĜeny veličiny ݔሷ  a �ሷ , kde  ݀݁݊ =  ݁ଵ ଵ݂ − ݁ଶ ଺݂. 
 
 ݔሷ = ͳ݀݁݊ [ሺ݁ଶ ଷ݂ − ݁ଷ ଵ݂ሻݔሶ + ݁ଶ ଶ݂�ሶ + ݁ଶ ହ݂� + ሺ݁ଶ ହ݂ − ݁ସ ଵ݂ሻܷ] (7.21) 






Obr. 7.7: Stavový model 
 
Z rovnic (7.21) a (7.22) lze již vyjádĜit jednotlivé koeficienty matic stavového popisu: 
 ܣଶଶ = ݁ଶ ଷ݂ − ݁ଷ ଵ݂ 
 ܣଶଷ = ݁ଶ ହ݂ 
 ܣଶସ = −݁ଵ ଶ݂ 
 ܣସଶ = ݁ଵ݁ଶ − ݁ଵ ଷ݂ 
 ܣସଷ = −݁ଵ ସ݂ 
 ܣଶଶ = −݁ଵ ଶ݂ 
 ܤଶ = ݁ଶ ହ݂ − ݁ସ ଵ݂ 
 ܤସ = ݁ଶ݁ସ − ݁ଵ ହ݂ 
 




 [ݔሶݔሷ�ሶ�ሷ ] = [
Ͳ ͳ Ͳ ͲͲ ܣଶଶ ܣଶଷ ܣଶସͲ Ͳ Ͳ ͳͲ ܣସଶ ܣସଷ ܣସସ] [
ݔݔሶ��ሶ ] + [
ͲܤଶͲܤସ] [ݑ] 
(7.23) 
 [ݕଵݕଶݕଷݕସ] = [
ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳ] [
ݔݔሶ��ሶ ] + [
ͲͲͲͲ] [ݑ] 
(7.24) 
7.5 Identifikace parametrů 
Ve vzniklém stavovém modelu je nyní několik parametrů, které je tĜeba nejprve zjistit. 
Většina jich již byla získána v kapitole 7.3, nebo je lze změĜit snadno pomocí metru, 
či váhy. Mezi ně však nepatĜí hodnoty tlumení a momenty setrvačnosti. 
Moment setrvačnosti podvozku ܬ� je součtem momentu setrvačnosti kol ܬ௪ 
a motorů, zatížených vahou kyvadla. Lze ho změĜit s využitím rovnice (7.3). K robotu 
byla namontována pĜídavná kolečka, aby mohl dlouhodobě setrvat ve vzpĜímené 
poloze. Hmotnost a poloměr těchto koleček bylo tĜeba zvolit co nejmenší, aby byl jejich 
moment setrvačnosti zanedbatelný vůči momentu setrvačnosti podvozku. Robot byl 
pĜivázán k závaží o hmotnosti 150 g podle Obr. 7.8. Závaží působilo na motor pĜes 
poloměr kola ݎ zátěžným momentem ܯ௭ o velikosti 0,04 N.m. Z naměĜeného průběhu 
otáček na Obr. 7.9 lze určit ௗ�ௗ௧  a potom již lze dopočítat moment setrvačnosti podvozku ܬ�, který činí ň,4ň.10-3 kg.m2. 
 
 




Obr. 7.9: MěĜení průběhu otáček pro stanovení momentu setrvačnosti podvozku 
 
Moment setrvačnosti kyvadla lze vypočítat podle (7.25), kde ℎ = 22 cm je šíĜka 
a ݀ = 5 cm je tloušťka robotu. 
 ܬ௣ = ݉௣ͳʹ ሺℎଶ + ݀ଶሻ (7.25) 
Koeficienty tlumení byly zvoleny experimentálně. Koeficient tlumení ܤ byl zvolen jako 
12 N/m/s. Tato hodnota se však bude lišit s různými povrchy. Koeficient tlumení úhlové 
rychlosti ܤ଴ byl zvolen jako 0,015 Nm/rad/s. Takto se nejvíce blíží reálnému modelu, 
který pĜi vychýlení o Ň0° vykazuje tĜi viditelné kmity. 
 
Nyní jsou již známy všechny koeficienty matic stavového modelu a lze je tedy vyčíslit: 
 [ݔሶݔሷ�ሶ�ሷ ] = [
Ͳ ͳ Ͳ ͲͲ −Ͷ,ʹ͵ −Ͳ,͹͹ Ͳ,Ͳʹ͵Ͳ Ͳ Ͳ ͳͲ ͸͵,ͷͶ ͺͳ,ͳͺ −ʹ,Ͷʹ] [
ݔݔሶ��ሶ ] + [
ͲͲ,ͷͲ͵Ͳ−ͳʹ,Ͷͳ] [ݑ] 
(7.26) 
 [ݕଵݕଶݕଷݕସ] = [
ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳ] [




Pomocí pĜíkazu ݁�݃ሺܣሻ v Matlabu lze získat póly soustavy, které jsou [Ͳ; −ͳͲ,ͺ͵; −͵,ͷ͵;  ͹,͹]. Je vidět, že jeden pól leží v pravé polovině komplexní 
roviny, a to potvrzuje nestabilitu systému. Tu dokazují i pĜechodové charakteristiky 
systému na Obr. 7.11. 
Pro vizuální kontrolu chování modelu byla v Simulinku vytvoĜena S-funkce, která 
ve zjednodušené podobě vykresluje pohyb robotu, aby bylo možné lépe sledovat jeho 
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chování v průběhu simulace. Vstupem S-funkce je poloha, náklon, celková výška 
kyvadla, výška těžiště a poloměr kol robotu. Výstupem je animace, která je zobrazena 
na Obr. 7.10. 
 
Obr. 7.10: Vizualizace robotu 
 






V této kapitole budou popsány dva způsoby Ĝízení. Prvním z nich je klasický pĜístup 
k Ĝízení pomocí PID regulátorů. Výhodou je, že není potĜeba znát všechny stavy 
systému, ale pouze Ĝízenou veličinu. Druhý pĜístup Ĝízení je pomocí stavové zpětné 
vazby. Pro tento typ regulátoru je nutné znát všechny stavy systému, což někdy není 
snadné. V tomto pĜípadě to ale není problém. 
8.1 Návrh PID regulátorů 
Nejprve je tĜeba definovat cíle Ĝízení. Primárním požadavkem je udržení vzpĜímené 
pozice robotu a následně regulace rychlosti pro umožnění pohybu vpĜed. Z toho 
vyplývá, že bude potĜeba navrhnout dva regulátory, které budou zapojené do kaskády 
podle Obr. 8.1, kde vnější smyčka reguluje rychlost jízdy a vnitĜní smyčka náklon. 
Symboly �, ݀�, ܲℎ� a ݀ܲℎ� pĜedstavují stavové veličiny [ݔ, ݔሶ , �, �ሶ ]. 
 
Obr. 8.1: Kaskádní regulace 
 
Pro návrh PID regulátorů je výhodnější pracovat s operátorovými pĜenosy, než se 
stavovým modelem. Ty lze nejsnadněji získat pomocí pĜíkazu ݏݏʹݐ݂ሺܣ, ܤ, ܥ, ܦሻ. 
 ܵ௣ℎ�ሺ݌ሻ = −ͳʹ,Ͷͳ ݌ − ʹͲ,ͷ݌ଷ + ͸,͸ͷ ݌ଶ − ͹ʹ,Ͷͳ ݌ − ʹͻͶ,ʹ (8.1) 
 ܵௗ௫ሺ݌ሻ = Ͳ,ͷͲ͵ ݌ଶ + Ͳ,ͻ͵ ݌ − ͵ͳ,ʹ͸݌ଷ + ͸,͸ͷ ݌ଶ − ͹ʹ,Ͷͳ ݌ − ʹͻͶ,ʹ (8.2) 
 
Po určení operátorového pĜenosu rychlosti ܵௗ௫ a náklonu ܵ௣ℎ� lze pĜistoupit k návrhu 
vnitĜní smyčky kaskádní regulace podle Obr. 8.2. Návrh byl proveden pomocí programu 




Obr. 8.2: Regulace náklonu 
 
Regulátor byl navržen pomocí metody koĜenového hodografu, neboť pro tu je SISOtool 
nejvhodnější. Metoda vychází z rozložení pólů a nul v komplexní rovině.  
 
Obr. 8.3: KoĜenový hodograf pĜenosu Sphi 
 
V koĜenovém hodografu na Obr. 8.3 je vidět nestabilní pól v pravé polorovině, který je 
potĜeba pĜemístit do levé poloroviny. Je zĜejmé, že tohoto cíle lze dosáhnout pouze 
statickým zesílením. Tak by ale nebylo možné zajistit nulovou ustálenou odchylku, ani 
schopnost vyregulovat poruchu. K tomu je tĜeba integrátor v regulátoru.  
Po pĜidání integrátoru bude koĜenový hodograf vypadat podle Obr. 8.4. Již není 
možné stabilizovat soustavu prostým zesílením, a je proto nutné pĜidat nuly. 
 




Metoda koĜenového hodografu Ĝíká, že nuly ležící v levé polovině komplexní roviny 
blízké imaginární ose posouvají větve koĜenového hodografu do levé, tedy stabilní, 
části. S ohledem na tyto znalosti byly nuly umístěny tak, jak je zobrazeno na Obr. 8.5. 
 
Obr. 8.5: KoĜenový hodograf pĜenosu Sphi s regulátorem 
 
Po umístění pólů a nul regulátoru bylo tĜeba nastavit zesílení. Pro tento účel je vhodné 
využít funkci programu SISOtool, díky které lze zobrazit výslednou pĜechodovou 
charakteristiku uzavĜené smyčky. Zesílení tak lze nastavit na požadovaný tvar 
pĜechodové charakteristiky. PĜi volbě zesílení je také tĜeba mít na mysli omezení 
akčního zásahu na hodnotu 6 V, protože čím větší zesílení, a tedy rychlejší pĜechodový 
děj, tím větší je vyžadován akční zásah. PĜechodová charakteristika uzavĜené smyčky je 
na Obr. 8.6. 
 
 




Z programu SISOtool byl tedy získán pĜenos regulátoru ve tvaru podle rovnice (8.3), 
kde ଵܶ = 0,13, ଶܶ = 0,09 a ݇ = -300. Takto je ale Ĝád čitatele větší než Ĝád jmenovatele 
a systém je nerealizovatelný. Pro simulaci v Matlabu je tedy ještě nutné pĜidat malou 
realizační časovou konstantu ܶ do jmenovatele.  
 ܴ௣ℎ�ሺ݌ሻ = ݇ ሺ ଵܶ݌ + ͳሻሺ ଶܶ݌ + ͳሻ݌ሺܶ݌ + ͳሻ  (8.3) 
Tento tvar není pĜíliš vhodný pro implementaci. Výhodnější je použít součtový tvar 
regulátoru podle rovnice (8.4). K tomu lze snadno dospět rozkladem multiplikativního 
tvaru rovnice (8.3) na parciální zlomky. Potom ݇௣  =  ݇ሺ ଵܶ  +  ଶܶሻ, ݇ௗ = ݇. ଵܶ ଶܶ 
a ݇�  =  ݇.  
 ܴ௣ℎ�ሺ݌ሻ = ݇௣ + ݇�݌ + ݇ௗ݌ܶ݌ + ͳ (8.4) 
Aby bylo možné regulátor naprogramovat v počítači, je nutné jej diskretizovat, pĜičemž 
pro diskrétní regulátor není realizační konstanta nezbytná. Diskrétní tvar regulátoru 
zobrazuje rovnice (8.5). 
 ܴ௣ℎ�ሺݖ−ଵሻ =  ݇௣ + ௦ܶ݇� ͳͳ − ݖ−ଵ + ݇ௗܶ௦ ሺͳ − ݖ−ଵሻ (8.5) 
Regulace náklonu je vyĜešena a lze tedy pĜistoupit k návrhu regulátoru rychlosti. Zde již 
musí být do návrhu zakomponován jak pĜenos ܵௗ௫, tak celá vnitĜní smyčka pro regulaci 
náklonu tak, jak je uvedeno na Obr. 8.7. 
 




Vzniklý pĜenos ܵ௖ je oproti pĜenosu ܵ௣ℎ� pro návrh pomocí běžných metod složitější. 
Proto bylo využito programu PIDtool v Matlabu, který na základě zvolené rychlosti 
a robustnosti regulátoru navrhne jeho konstanty. 
Navržený regulátor je opět PID. V pĜedchozím pĜípadě byla realizační konstanta 
pouze otázkou doplnění Ĝádu jmenovatele, byla zanedbatelně malá a nijak výrazně tedy 
neovlivĖovala regulační děj. Nyní byla ovšem navržena v okolí nízkých frekvencí, 
a tudíž se významně podílí na regulačním ději a je ji potĜeba implementovat i do 
diskrétní formy, kde funguje jako filtrace derivační složky. Diskretizovaný regulátor 
podle [17] potom bude mít tvar: 
 ܴௗ௫ሺݖ−ଵሻ =  ݇௣ + ௦ܶ݇� ͳͳ − ݖ−ଵ + ݇ௗ݇௣ ௦ܶ  ͳ − ݖ−ଵͳ − ݁−��� ݖ−ଵ (8.6) 
PĜechodová charakteristika navrženého regulátoru pro vnější smyčku je zobrazena na 
Obr. 8.8. Podkmit v charakteristice je typický pro fázově neminimální systémy a je 
způsoben nulami v pravé komplexní polorovině. V tomto pĜípadě to znamená, že pro 
jízdu vpĜed musí robot nejprve couvnout kvůli nastavení správného úhlu kyvadla. 
 
Obr. 8.8: PĜechodová charakteristika vnější regulační smyčky 
 
Konstanty navržených regulátorů ukazuje Tab. 4. Jelikož reálná soustava zahrnuje 





Tab. 4: Konstanty regulátorů 
Velmi důležitou součástí regulátoru je také ochrana proti pĜebuzení integrační složky, 
neboli antiwindup. U reálných akčních členů je akční zásah vždy omezený. NapĜíklad 
napájecím napětím, nebo mechanickým uspoĜádáním akčního členu. Windup je jev, 
ke kterému dochází, pokud hodnota integrační složky tento limit akčního zásahu 
pĜesahuje. Hodnota integrační složky může být i několikanásobně vyšší než je limit 
akčního zásahu. PĜi změně znaménka regulační odchylky se potom musí pĜebuzená 
integrační složka nejprve odintegrovat, což jistý čas trvá. Díky tomu dochází 
k nežádoucímu prodloužení pĜechodového děje. 
 
 
Obr. 8.9: Implementační schéma diskrétního PID 
 
V pĜípadě tohoto kmitavého systému to znamená, že pĜi vybalancování velké výchylky 
se pĜebudí integrační složka natolik, že následné vychýlení v opačném směru již 
regulátor není schopen včas vyregulovat a dochází k pádu. Implementační schéma 
diskrétního PID regulátoru včetně antiwindupu je na Obr. 8.9. 
kp ki kd T kw
Návrh -66 -300 -3,5 0,005 0,1
Realizace -55 -320 -2 - 0,1
Návrh 0,32 1,13 -0,13 0,41 0,1








Obr. 8.10: Skutečný průběh regulace náklonu (vnitĜní smyčka) 
 
Na Obr. 8.10 je vidět regulační průběh vyrovnání robotu do vzpĜímené polohy 
z počátečního náklonu Ň5°. Po odeznění pĜechodového děje odchylka nepĜesahuje 1,5°. 
Obr. 8.11 potom ukazuje reakci na podobné podmínky s použitím kompletní 
kaskádní regulace. Robot nejprve vybalancoval počáteční náklon a poté byl dvakrát 
vychýlen z rovnováhy, což také úspěšně vybalancoval.  
 
Obr. 8.11: Balancování robotu s regulátorem rychlosti 
8.2 Stavová zpČtná vazba 
Jelikož lze poměrně snadno měĜit všechny stavy systému, nabízí se regulace pomocí 
stavové zpětné vazby, jejíž princip je znázorněný na Obr. 8.12. Spočívá v zavedení 




Obr. 8.12: Princip stavové zpětné vazby 
 
Aby bylo možné systém Ĝídit pomocí stavové zpětné vazby, je nutné, aby byl systém 
Ĝiditelný. Toho lze dosáhnout, pokud existuje vstupní vektor ݑ, který dokáže dostat stav 
z libovolného bodu stavového prostoru do počátku. ěiditelnost lze vyjádĜit 
i matematicky. Systém Ĝádu ݊ je Ĝiditelný, pokud matice Ĝiditelnosti ܪ = [ܤ ܣܤ ܣଶܤ …ܣ௡−ଵܤ] má hodnost ݊, což tento systém splĖuje. 
Stavová zpětná vazba umožĖuje umístit póly soustavy na jakékoliv místo 
komplexní roviny a je tedy nekonečně mnoho možností jak zvolit matici ܭ. Zde je 
možné využít metodu pole placement, která vypočítá matici zpětných vazeb ܭ tak, aby 
nové póly ležely pĜesně v daných místech stavového prostoru. Určit ale vhodnou polohu 
pólů není snadné. Vhodnější je navrhnout matici ܭ podle kvadratického kritéria 
z rovnice (8.7). Potom se jedná o LQR (Linear Quadratic Regulator). 
 ܬ = ͳʹ∫ሺݔ�ܳݔ + ݑ�ܴݑሻ∞଴ ݀ݐ (8.7) 
Tato metoda se snaží minimalizovat kriteriální funkci, která je uvedena v rovnici (8.7). 
Matice ܳ je čtvercová o stejných rozměrech jako matice ܣ, kde jednotlivá čísla na 
diagonále Ĝíkají, jak velký důraz má být kladen na vyregulování pĜíslušného stavu. 
Matice ܴ je opět čtvercová s rozměry odpovídajícími počtu vstupů. Pro tento systém 
byly matice ܳ a ܴ zvoleny takto: ܴ = [ͳ] 




Matici zpětných vazeb ܭ lze v Matlabu snadno získat pomocí pĜíkazu ݈ݍݎ݀ሺܣ, ܤ, ܳ, ܴ, ௦ܶሻ. Výsledkem je: 
 ܭ = [−ͳͺ,ͳ −ͳͷ,ͻ −͵ͳ,ͳ −͵,͸]. 
 
Obr. 8.13: Simulace balancování s LQR 
 
 
Obr. 8.14: Reálné měĜení balancování s LQR 
 
Na obrázku Obr. 8.13 je znázorněn simulovaný průběh stavů robotu za použití regulační 
struktury podle Obr. 8.12 pĜi vybalancování počátečního náklonu Ň0°. Na Obr. 8.14 je 
pro porovnání skutečný průběh stavů pĜi stejných počátečních podmínkách.  
 
Tímto způsobem je sice zajištěna regulace stavů do nuly, takže robot dokáže balancovat 
na místě, ale nelze ho nijak deterministicky Ĝídit. K tomu je tĜeba systém modifikovat 
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pĜidáním nového stavu ݁, kterým bude odchylka mezi žádanou hodnotou rychlosti 
a skutečnou rychlostí. Pro ݁ tedy platí: 
 ሶ݁ = ݓௗ� − ݔሶ  (8.8) 
Systém se rozšíĜí o jeden stav a jeden vstup. Druhá rovnice maticového modelu zůstane 
beze změny a první rovnice bude mít tvar: 
 ݔሶ = ܣݔ + ܤݑ + ܨݓௗ�  , (8.9) 
kde jednotlivé matice budou vypadat následovně: 
 
[   
 ݔሶݔሷ�ሶ�ሷ݁ሶ ]   
 = [   
 Ͳ ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ ܣଶଶ ܣଶଷ ܣଶସ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳ ͲͲ ܣସଶ ܣସଷ ܣସସ ͲͲ −ͳ Ͳ Ͳ Ͳ]   
 
[   
 ݔݔሶ��ሶ݁ ]   
 + [   
 ͲܤଶͲܤସͲ ]   
 [ݑ] + [   
 ͲͲͲͲͳ]   
 [ݓௗ�] (8.10) 
Z rovnice (8.10) je patrné, že nový vstup žádané rychlosti ݓௗ� ovlivĖuje pouze nově 
pĜidaný stav ሶ݁ a ten nijak neovlivĖuje původní stavy systému. Jedná se tedy o dva 
izolované subsystémy.  
ěiditelnost prvního subsystému byla již ověĜena. U druhého subsystému je 
Ĝiditelnost zĜejmá pouhým pohledem na rovnici (8.8), protože vhodnou volbou vstupu ݓௗ� lze dosáhnout jakékoliv hodnoty ሶ݁. 
Návrh LQR pro tento nově vzniklý systém je již stejný jako v pĜedchozím pĜípadě. 
Ovšem u matice ܳ je důležitá téměĜ nulová hodnota váhy pro první dva stavy ݔ a ݔሶ , 
jinak by měl robot tendenci setrvat na místě, což je pĜi Ĝízení rychlosti nežádoucí jev, 
který se projevuje nenulovou ustálenou odchylkou rychlosti. Matice ܳ a ܴ byly zvoleny 
jako: 
  ܴ = [ͳ] 
 
ܳ = [   




Výsledná matice zpětných vazeb má potom tvar: 
 ܭ = [−Ͳ,Ͳ͵ −ͳ͹ −͵͹,ͷ −͵,ͺ ʹʹ,͸] 
 
Implementace získané stavové zpětné vazby bude v tomto pĜípadě realizována podle 
Obr. 8.15. Je tĜeba si uvědomit, že nově pĜidaný stav ሶ݁ fyzicky neexistuje a je nutné ho 
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uměle vytvoĜit. Jak si lze z Obr. 8.15 všimnout, tento stav v kombinaci s posledním 
členem matice ܭ není nic jiného než I regulátor. 
 
Obr. 8.15: Stavová zpětná vazba s Ĝízením rychlosti 
 
Navržený regulátor byl simulován v Simulinku pĜi reakci na skokovou změnu žádané 
hodnoty rychlosti z 0 na 0,ň m/s. Výsledek simulace je zobrazen v grafu na Obr. 8.16. 
Regulátor byl následně implementován a odzkoušen i na reálné soustavě, jejíž 
pĜechodový děj je zobrazen na Obr. 8.17. Porovnáním reálného a simulovaného 
průběhu je vidět, že pĜechodový děj reálné soustavy je vlivem nepĜesnosti modelu 
dokonce rychlejší. 
 





Obr. 8.17: Reálný průběh rozjezdu s LQR 
  
Na Obr. 8.18 je zobrazena schopnost robotu vybalancovat počáteční náklon Ň0°. 
V porovnání s kaskádní regulací pomocí PID regulátorů je balancování pĜi nulové 
rychlosti mnohem stabilnější s menší amplitudou kmitů kolem své pozice a robot 
dokáže vybalancovat větší poruchu v podobě vyvedení z rovnováhy. 
 
Obr. 8.18: Reálný průběh balancování s LQR 
8.3 Sledování čáry 
Až doposud se nemuselo Ĝešit Ĝízení směru robotu a oba motory byly považovány za 
jeden celek dodávající potĜebný moment. Pro Ĝízení směru je ale potĜeba pĜistupovat 
k oběma motorům individuálně, protože jediná možnost jak ovládat směr robotu 
s diferenciálním podvozkem je zajistit rozdílné otáčky motorů na levé a pravé straně. 
Ovšem manipulace s rychlostí motorů může porušit stabilitu robotu. Proto je tĜeba, aby 
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subsystém pro sledování čáry nijak nezasahoval do celkové rychlosti, kterou nastaví 
subsystém pro zajištění stability. Celková rychlost robotu ݒ஼  je dána vztahem (8.11), 
kde ݒ� je rychlost pravého kola a ݒ� je rychlost levého kola. 
 ݒ஼ = ݒ� + ݒ�ʹ  (8.11) 
Ze vztahu (8.11) lze odvodit, že po pĜičtení konstanty k ݒ� a odečtení stejné konstanty 
od ݒ�, se pouze změní poměr rychlostí kol, ale celková rychlost zůstane stejná. To 
uchová stabilitu robotu a zajistí jízdu robotu po kružnici o poloměru ܴ, jak je 
znázorněno na Obr. 8.19, kde ℎ je šíĜka robotu. 
Poměr rychlostí levého a pravého kola je dán rozdílem obvodů kružnic, které 
opisují. Lze tedy napsat, že: 
 ݒ�ݒ� = ʹ� ቀܴ + ℎʹቁʹ� ቀܴ − ℎʹቁ = ܴ + ℎʹܴ − ℎʹ (8.12) 
 
 
Obr. 8.19: Jízda po kružnici 
 
Po základním seznámení s problematikou zatáčení robotu lze pĜejít k samotnému 
sledování čáry. Princip je zobrazen na Obr. 8.20. Kamera snímá úzký výĜez scény ve 
vzdálenosti ܦ a pomocí dĜíve popsaného algoritmu měĜí vzdálenost mezi stĜedem čáry 
a stĜedem obrazu. Tato vzdálenost potom vstupuje do PID regulátoru jako regulační 
odchylka. Výstupem regulátoru je hodnota PWM, kterou je tĜeba pĜičíst ke stávající 
hodnotě PWM levého motoru a odečíst od hodnoty PWM pravého motoru, aby bylo 




Obr. 8.20: Princip sledování čáry 
 
Na Obr. 8.21 je blokové schéma celkové regulační struktury. Na obrázku je vidět, že 
Ĝízení balancování a sledování čáry jsou dva nezávislé subsystémy, které se navzájem 
neovlivĖují. LQ regulátor, který zajišťuje balancování robotu, generuje stejný akční 
zásah pro oba motory. Poměr akčních zásahů pro jednotlivé motory je tedy stejný, 
a zatáčení robotu tak není nijak ovlivněno. PID regulátor zajišťující sledování čáry 
pĜidává k oběma motorům ofset s opačným znaménkem, takže z hlediska balancování, 
kde se na oba motory hledí jako na jeden generátor momentu, není akční zásah také 
nijak ovlivněn. 
 
Obr. 8.21: ěízení směru robotu pĜi sledování čáry 
  
Oproti subsystému zajišťujícím stabilitu robotu je subsystém sledování čáry mnohem 
jednodušší. Proto je možné nastavit konstanty PID regulátoru ručně. PĜesto je dobré 
provést alespoĖ krátkou orientační analýzu soustavy.  
Pro tento účel dobĜe poslouží Obr. 8.20. Vstupem do soustavy je hodnota PWM, 
která vstupuje do každého motoru s opačným znaménkem. V důsledku toho začne robot 
rotovat konstantní rychlostí kolem své svislé osy. Tato rotace bude mít jistou dynamiku 
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určenou momentem setrvačnosti motorů a rotující konstrukcí robotu. Výstupem 
soustavy je potom vzdálenost ݀, (pro malé úhly natočení robotu vůči čáĜe lze prohlásit, 
že vzdálenost ݀ je stejná jako poloha osy robotu od čáry ve vzdálenosti ܦ), což je 
integrál rychlosti otáčení. Soustava v operátorovém pĜenosu tedy bude vypadat 
následovně: 
 ܨ௦ = ܭ݌ሺܶ݌ + ͳሻ (8.13) 
Regulační schéma bude principiálně stejné jako na Obr. 8.2. Do regulátoru bude 
vstupovat odchylka mezi stĜedem obrazu a stĜedem čáry, měĜená v pixelech, jak je 
zobrazeno na Obr. 6.10. Protože cílem je sledování čáry, bude žádaná hodnota vždy 
nulová. Akční veličina regulátoru bude hodnota PWM, jak je vidět na Obr. 8.21.  
Regulátor byl naladěn na základě znalosti funkce jednotlivých složek regulátoru, 
kde proporcionální složka systém zrychluje a spolu s integrační složkou snižuje, nebo 
eliminuje ustálenou odchylku, ale zároveĖ zvyšuje kmitavost systému. Derivační složka 
zmenšuje pĜekmit, ale zesiluje šum. 
Regulátor byl nastaven následovně: ݇௣ = Ͳ,ͳʹ, ݇� = Ͳ,Ͳʹ a ݇ௗ = Ͳ,Ͳ͵. Na Obr. 
8.22 je vidět reálný průběh vyregulování odchylky ݀.  
 
Obr. 8.22: Reálný průběh vyregulování odchylky mezi osou robotu a čárou 
 
Regulátor je rychlý, ale vykazuje poměrně velký pĜekmit. Ten však není kritický, 
protože pĜi sledování čáry se nepĜedpokládají časté skokové změny. Důležitější je 
rychlost regulace. 
Robot je schopen sledovat čáru pĜi rychlosti 0,Ň m/s pĜi poloměru zatáček do 8 cm. 
S rostoucí rychlostí se poloměr zvětšuje. Sledování rovné čáry bylo úspěšně otestováno 




Cílem práce byl kompletní návrh nestabilního dvoukolového samobalancujícího robotu 
od konstrukce, pĜes hardware až po Ĝízení. Robot by se měl ve finále udržet ve 
vzpĜímené poloze, měl by umět vybalancovat drobné vychýlení z rovnováhy a také by 
měl umět jezdit po namalované čáĜe, snímané kamerou. 
Hardwarová část se věnuje vhodnému výběru jednotlivých komponent potĜebných 
k realizaci robotu. Většina komponent je sériově vyráběna, což výrazně urychluje 
vývoj. Výjimkou je deska pro napájení a pĜevod napěťových úrovní, která byla 
navržena a vyrobena v rámci této práce. Vše je pĜipevněno na hliníkové konstrukci, 
která plní jak funkci estetickou, tak i ochrannou. 
Další část se věnuje měĜení a zpracování dat ze snímačů. PĜedevším tedy principu 
kombinace dat z akcelerometru a gyroskopu za účelem získání informace o náklonu. 
Následuje kapitola zaměĜená na zpracování obrazu z kamery, jehož účelem je změĜit 
vzdálenost čáry vůči ose robotu. Algoritmus má ale Ĝadu omezení, která by bylo vhodné 
odstranit. NapĜíklad nedefinované chování pĜi ztrátě čáry, nebo omezený poloměr a úhel 
zatáček. ěešením by bylo snímání čáry v kruhovém okně místo Ĝádkového výĜezu. Tak 
by se dala detekovat i ostrost a poloměr zatáček a podle toho by se mohla měnit i 
rychlost robotu. 
Následně byl vytvoĜen model robotu. Díky nestabilitě systému bylo vhodnější 
využít fyzikální zákonitosti. Byly tedy sestaveny pohybové rovnice robotu a po jejich 
linearizaci byl sestaven maticový model. 
Pro Ĝízení balancování robotu byly navrženy dvě regulační struktury. První je 
kaskádní zapojení PID regulátorů, kde vnitĜní smyčka Ĝídí náklon a vnější smyčka Ĝídí 
rychlost. Druhá struktura je stavová zpětná vazba. Ta díky působení na všechny stavy 
robotu vykazuje oproti kaskádní regulaci mnohem stabilnější balancování a plynulejší 
jízdu. Nakonec byl navržen PID regulátor zajišťující jízdu po čáĜe. Kvalita sledování 
čáry závisí na rychlosti jízdy a poloměru zatáček. 
PĜesto, že body zadání byly splněny a robot dokáže balancovat a sledovat čáru, 
nelze tento projekt považovat za ukončený, protože se zde nabízí spousta pĜíležitostí 
k vylepšení. NapĜíklad vytvoĜení aplikace pro dálkové Ĝízení robotu, montáž dalších 
senzorů, jako tĜeba ultrazvukový měĜič vzdálenosti, instalace pohyblivého ramene, díky 
kterému by se robot mohl sám postavit, nebo ovládání natočení kamery pomocí serva. 
TéměĜ neomezené možnosti nabízejí i aplikace počítačového vidění. PĜíkladem by 
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LQR Linear Quadratic Regulator – lineární kvadratický regulátor 
PID Proporcional Integration Derivative – proporcionálně integračně derivační 
DC Direct Current – stejnosměrný proud 
BLDC Brush-Less DC – bezkartáčový DC 
PWM Pulse Width Modulation – pulzně šíĜková modulace 
GPU Graphic Processor Unit – grafický procesor 
GPIO General Purpose Input/Output – obecné vstupy/výstupy 
USB Universal Serial Bus – univerzální sériová sběrnice 
HDMI High Definition Multimedia Interface – multimediální rozhraní 
I2C Inter-Integrated Circuit – integrovaná sériová sběrnice 
SPI Serial Peripherial Interface – sériové rozhraní periferií 
CSI Camera Serial Interface – sériové rozhraní pro kamery 
MEMS Micro Electro-Mechanic System – mikro elektromechanický systém 
DMP Digital Motion Processor – Procesor pro zpracování pohybu 
FPS Frame Per Second – snímek za vteĜinu 
DPS Deska Plošných Spojů 
HW Hardware 
SW Software 
FIR Finite Impuls Response – konečná impulzová odezva 
IR Infra Red – infračervený 






U [V] Napětí 
Ui [V] Indukované napětí 
UN [V] Jmenovité napětí 
IK [A] Maximální proud 
I [A] Proud 
F [N] Síla 
H [N] Síla působící mezi podvozkem a kyvadlem 
Mm [N.m] Točivý moment motorů 
M [N.m] Obecný točivý moment 
Mz [N.m] Zátěžný moment 
Km [T.m2] Momentová konstanta motoru 
Kw [T.m2]  Napěťová konstanta motoru 
R [Ω]  Odpor vinutí 
L [H] Indukčnost vinutí 
m [kg] Hmotnost 
mk [kg] Hmotnost kol 
mp [kg] Hmotnost  kyvadla (tělo robotu) 
mm [kg] Hmotnost  motoru 
mv [kg] Hmotnost  vozíku 
Jp [kg.m2] Moment setrvačnosti kyvadla 
Jm [kg.m2] Moment setrvačnosti motoru s pĜevodovkou 
Jk [kg.m2] Moment setrvačnosti podvozku 
l [m] Délka kyvadla (osa kol - těžiště) 
r [m] Poloměr kola 
x [m] Poloha  
R [m] Poloměr zatáčení 
ϕ [rad] Úhel natočení kyvadla 
ω [rad/s]  Úhlová rychlost 
B [N/m/s] Tlumení dopĜedného pohybu 
B0 [Nm/rad/s] Tlumení rotačního pohybu kyvadla  
g [m/s2] Tíhové gravitační zrychlení 
T [s] Časová konstanta 
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Obr. A.2: DPS napájecí desky robotu 
